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For a prime l dividing a prime number l, we define what it is for a number field
K to be l-rational. We discuss a special case: the l-birational fields, rational for two
places over l. We give a definition for a l-primitive set of tame primes, X, that let
us write the Galois group of the maximal l-ramified l-extension of K as the free
pro-l-product of the decomposition groups of primes dividing lX. This way we
get a condition on the ramification for an l-extension of K to be rational. Numeri-
cal examples are given.  1997 Academic Press
Nous introduisons ici la notion de corps de nombres l-rationnel K relativement
a une place l au-dessus d’un nombre premier l, qui ge ne ralise celle de corps
l-rationnel (ou l-re gulier) de ja conside re e par plusieurs auteurs en relation avec la
K-the orie, et nous en discutons diverses proprie te s. Nous de finissons ensuite la notion
d’ensemble de places l-primitif qui permet de de crire le groupe de Galois de la pro-
l-extension maximale d’un tel corps comme pro-l-produit de groupe de Galois
locaux et de caracte riser les l-extensions l-ramifie es en termes de ramification
mode re e. Le tout est illustre par des exemples nume riques obtenus par le syste me
PARI.  1997 Academic Press
SOMMAIRE
0. Introduction et notations. 0.a. Position du proble me. 0.b. Index des principales
notations.
1. Extensions l-rationnelles de Q[‘l]. 1.a. Interpre tation corps de classes de la
l-rationalite . 1.b. Interpre tation kumme rienne de la l-rationalite . 1.c. Application
aux corps l-birationnels.
2. Ramification restreinte sur un corps l-rationnel. 2.a. Ensemble de places l-primitifs.
2.b. Caracte risation de la l-rationalite . 2.c. Interpre tation logarithmique de la
l-rationalite .
3. Propagation de la S-rationalite et lois primitives de re ciprocite . 3.a. Propaga-
tion de la S-rationalite . 3.b. Lois de re ciprocite primitives. 3.c. Illustrations
nume riques.
article no. NT972158
240
0022-314X97 25.00
Copyright  1997 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
File: 641J 215802 . By:DS . Date:14:07:01 . Time:05:17 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3224 Signs: 2644 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
0. INTRODUCTION ET NOTATIONS
0.a. Position du proble me
La notation de corps l-re gulier, de ja rencontre e implicitement sous
forme d’une hypothe se technique par divers auteurs (notamment Miki
[Mi] ou Jaulent [J1]) a l’occasion de l’e tude d’une condition suffisante de
la conjecture de Leopoldt, a e te explicitement de finie par Gras et Jaulent
(cf. [GJ]) par re fe rence au l-noyau R2(K) des symboles re guliers dans le
groupe universel K2(K): en pre sence des racines l-ie mes de l’unite (en fait
sous une hypothe se plus faible), les corps de nombres K pour lesquels le
l-sous-groupe de Sylow R2(K) du noyau re gulier est trivial sont exacte-
ment ceux qui ve rifient les deux conditions:
(a) K admet une unique place l au-dessus du premier l et
(b) le l-groupe Cl$K des l-classes de diviseurs de K (i.e. le quotient
du l-groupe des classes d’ide aux prises au sens restreint par le sous-groupe
engendre par les classes d’ide aux construits sur les places au-dessus de l)
est trivial;
de sorte que la terminologie introduite ge ne ralise naturellement la notion
de nombre premier re gulier utilise e dans la classification des corps
cyclotomiques Q[‘l].
Toujours sous la me^me condition ‘l # K, la notion de l-re gularite se
trouve en outre (comme explique dans [JN]) co@ ncider avec celle de
l-rationalite introduite inde pendamment par Movahhedi et Nguyen Quang
Do (cf. [MN]) si bien que les corps l-re guliers sont aussi caracte rise s par
le fait que le groupe de Galois GS=Gal(KS K) attache a leur pro-l-exten-
sion l-ramifie e -de compose e maximale KS a la structure la plus simple qui
soit: c’est un pro-l-groupe libre de rang cK+1 (ou cK de signe le nombre
de places complexes de K). On retrouve la en particulier le fait qu’un corps
l-re gulier satisfait e videmment la conjecture de Leopoldt puisqu’il posse de
bien exactement (cK+1) Zl -extensions line airement inde pendantes.
Si l’on revient maintenant sur les deux conditions (a) et (b) donne es plus
haut, une dissyme trie saute aux yeux: autant il parai^t naturel, si l’on
souhaite seulement que l’arithme tique des l-extensions d’un corps de nom-
bre soit relativement simple, d’exiger qu’un certain l-groupe de classes soit
trivial, autant refuser toute de composition dans K du premier l conside re
peut sembler exage re ment se ve re au regard du re sultat attendu.
Notre propos dans cet article est donc clair: il s’agit d’introduire une
nouvelle classe de corps de nombres, que nous proposons ici d’appeler
l-rationnels, ne satisfaisant plus ne cessairement la condition (a) juge e trop
restrictive, mais ve rifiant en revanche une hypothe se de trivialite , plus dure
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que la seule condition (b) mais moins dure que (a) et (b) re unies, et ne an-
moins suffisante pour autoriser une description particulie rement simple de
la pro-l-extension lX-ramifie e maximale d’un tel corps, pour tout ensemble
fini X de places mode re es de K satisfaisant une proprie te convenable de
primitivite .
Les re sultats que nous obtenons, qui prennent appui sur les techniques
de corps de classes l-adique de veloppe es dans [J1], permettent ainsi de
conserver la plupart des re sultats re capitule s dans [JN] (au prix naturelle-
ment de quelques complications) et redonnent en particulier des the ore mes
de propagation de la rationalite , via une ge ne ralisation convenable de la
notion d’ensemble primitif de places mode re es. Ils recoupent en outre
plusieurs re sultats de K. Wingberg (cf. [W1; W2]) dont la parente avec
ceux de [GJ] ou [MN] e tait jusqu’ici partiellement passe e inaperc ue et
permettent incidemment de comple ter la classification des corps de nom-
bres introduite par Kuz’min (cf. [Ku]) puisque l’implantation re cente du
calcul des groupes de classes de rayons dans le syste me PARI de calcul for-
mel de veloppe a Bordeaux nous a permis d’illustrer nume riquement les
notions que nous introduisons ici.
Les corps l-rationnels ainsi construits constituent finalement une
nouvelle classe de corps de nombres K qui satisfont pour des raisons pure-
ment alge briques les conjectures l-adiques de Leopoldt et de Gross, dont
la Zl -extension cyclotomique est un corps surcirculaire de genre nul (sui-
vant la terminologie introduite dans [Jo] et discute e dans [JM]), et qui
ve rifient en outre une proprie te galoisienne introduite par Yamagishi (cf.
[Ya]): le rang \ d’une extension pro-l-libre d’un tel corps est en ge ne ral
majore par le nombre de places complexes c de K; il est donc strictement
plus petit que le rang c+1 de la compose e des Zl -extensions de K.
0.b. Index des principales notations
Nous rassemblons ci-dessous les principales notations utilise es dans
l’article.
Notations attache es a un corps local Kp :
K p : la pro-l-extension (galoisienne) maximale de Kp ,
Gp : le groupe de Galois Gal(K pK p ),
K abp la pro-l-extension abe lienne maximale de Kp ,
Gabp : le groupe de Galois Gal(K
ab
p Kp ),
K_p = K
_
p K
_ln
p &G
ab
p : le compactifie l-adique de K
_
p ,
+p =K_
tor
p : le l-groupe des racines de l’unite dans Kp ,
v~ p : la valuation logarithmique sur K_p a valeurs dans Zl ,
K*p =ker v~ p : le sous-groupe des normes cyclotomiques dans K_p .
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Notations attache es a un corps de nombres K :
Plr , Plc , Pll : respectivement l’ensemble des places re elles, complexes
ou l-adiques,
r, c, l : les nombres de places re elles, complexes ou l-adiques de K,
J=>resp K
_
p : le l-adifie du groupe des ide les de K,
R=ZlZ K
_: le sous-groupe des ide les principaux,
J*=>p K
_
p : le groupe des normes cyclotomiques dans J,
Cl
t
=JJ*R=Dl
t
Pl
t
: le l-groupe des classes logarithmiques,
U$=> l | l K
_
l >p |3 l Up : le groupe des l-unite s,
Id $=JU$: le groupe des l-ide aux de K,
Cl$=JU$R: le l-groupe des l-classes de diviseurs au sens ordinaire,
E$=R & U$&Zl Z E$K : le l-groupe des l-unite s,
+~ =>p +p : le sous-groupe ferme des racines de l’unite dans J,
+: le l-groupe des racines de l’unite dans R (=+~ & R sous Leopoldt).
Quelques pro-l-extensions de K :
S un sous-ensemble non vide des places sauvages (i.e. l-adiques),
de K,
s le nombre de places dans S,
X un ensemble de places finies mode re es (i.e. e trange res a l) de K,
Kc: Zl-extension cyclotomique,
Klc: pro-l-extension abe lienne localement cyclotomique maximale,
Kz: compositum des Zl-extensions,
Kbp: compositum des l-extensions cycliques de K localement
Zl-plongeables,
K abl : pro-l-extension abe lienne l-ramifie e maximale (i.e. non ramifie e
aux places finies e trange res a l, e ventuellement complexifie e aux places
re elles),
K ablX : pro-l-extension abe lienne lX-ramifie e maximale (i.e. non
ramifie e aux places finies e trange res a l non contenues dans X, e ventuelle-
ment complexifie e aux places re elles).
1. EXTENSIONS l-RATIONNELLES DE Q[‘l]
Soit l un nombre premier. La notion centrale de cet article est celle de
corps l-rationnel que nous pouvons introduire comme suit:
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De finition 1.1. Nous disons qu’un corps de nombres K contenant les
racines l-ie mes de l’unite est l-rationnel en une place l au-dessus de l lors-
que la l-extension (abe lienne) l-ramifie e l-de compose e maximale de K est
triviale.
Remarques. (i) Il est indiffe rent dans la de finition pre ce dente de met-
tre ou non la condition d’abe lianite .
(ii) Lorsque K posse de une unique place l au-dessus de l, la condi-
tion pre ce dente postule la trivialite de la l-extension abe lienne maximale
l-ramifie e l-de compose e de K, en d’autres termes, via la correspondance du
corps de classes, la trivialite du l-groupe des l-classes d’ide aux au sens
restreint du corps K ce qui est bien l’une des de finitions e quivalentes de la
l-re gularite (ou l-rationalite ) donne es par [GJ; MN; JN].
Nous commenc ons par discuter dans ce qui suit diverses caracte risations
de la l-rationalite , par la the orie l-adique du corps de classes d’abord, par
la the orie de Kummer ensuite. L’opposition entre ces caracte risations et
leurs reflets respectifs dans le miroir de Leopoldt est, en effet, essentielle
dans la ge ne ralisation de la l-rationalite au cas non kumme rien e tudie dans
la Section 2.
1.a. Interpre tation corps de classes de la l-rationalite
Proposition 1.2. Un corps K contenant les racines l-ie mes de l ’unite est
l-rationnel si et seulement si on a l ’identite entre les groupes d ’ide les:
J=RK_l ‘
p |3 l
+ p (1)
Preuve. Le membre de droite de l’e galite n’est autre, en effet, que le
sous-groupe ferme de J attache par la the orie l-adique du corps de classes
a la l-extension abe lienne l-ramifie e l-de compose e maximale de K.
The ore me 1.3. La condition (1) est satisfaite dans un corps de nombres
K (contenant ou non les racines l-ie mes de l ’unite ) si et seulement si les deux
conditions suivantes se trouvent re unies:
le groupe des l-classes d ’ide aux (au sens ordinaire) Cl$ du corps
K est trivial et (2)
l ’application de semi-localisation s$l induit une surjection du ten-
sorise E$ du groupe des l-unite s (au sens ordinaire) de K sur le
produit K$l =>$p | l K
_
p e tendu aux places l${l divisant l et
aux places re elles. (3)
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Preuve. Introduisons le facteur semi-local K_l=>p | l K
_
p =
K_l } >$p | l K
_
p . Nous obtenons imme diatement l’e quivalence annonce e
par:
(1) J=RK_l ‘
p |3 l
+ p  {
(2) J=RK_l ‘
p |3 l
+p , et
(3) RK_l ‘
p |3 l
+p =RK_l ‘
p |3 l
+p
Scolie 1.4. Lorsque la condition (3) est satisfaite il existe en particulier
dans K des l-unite s de toutes signatures. La trivialite du l-groupe des
l-classes d ’ide aux exige e par la condition (2) peut donc e^tre prise indiffe rem-
ment au sens ordinaire ou au sens restreint.
Corollaire 1.5. Soit K satisfaisant la condition (1). Alors K est
logarithmiquement principal, en ce sens que son l-groupe des classes
logarithmiques Cl
t
est trivial. En d ’autres termes une l-extension de K est
cyclotomique (i.e. contenue dans la Zl -extension cyclotomique K
c de K) de s
qu’elle l ’est localement. En particulier K ve rifie banalement la conjecture de
Gross ge ne ralise e ( pour le premier l).
Preuve. Sous la condition (1), le noyau J de la formule du produit
pour les valeurs absolues l-adiques est donne par J =R K l_
t
>p |3 l + p et
Kl
_t n’est autre que le sous-groupe K*l des normes cyclotomiques dans
K_l . Il vient donc comme annonce J /RJ* i.e. Cl
t
=J RJ*=1. En
particulier le corps K ve rifie e videmment la conjecture de Gross ge ne ralise e
qui postule la finitude du groupe Cl
t
. Enfin Cl
t
s’interpre te d’apre s [J2]
comme e tant le groupe de Galois Gal(KlcKc) ou K lc est la l-extension
localement cyclotomique maximale de K.
Remarque. De signons par r, c et l les nombres respectifs de places
re elles, complexes et l-adiques de K. Si d=[K l : Ql] et n=r+2c=
[K : Q] sont respectivement les degre s local et global, nous concluons des
isomorphismes E$&+Zr+c+l&1l et K$l &+$lZ
r+2c&d+(l&1)
l que l’application
s$l ne peut envoyer E$ sur K$l que sous les conditions de rang dc, si +
et +$l sont triviaux, et me^me dr+c+s&2 s’ils ne le sont pas.
1.b. Interpre tation kumme rienne de la l-rationalite
Proposition 1.6. Un corps de nombres K contenant +l est l-rationnel
pour une place l au-dessus de l si et seulement si l ’application naturelle
induite par la localisation des radicaux RRl  K_l K
_l
l  (p |3 l K
_
p 
+p } K_
l
p ) est injective, en d ’autres termes si et seulement si le plongement
naturel du sous-module principal R dans le groupe des ide les J induit une
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injection a conoyau Zl-libre de R dans K
_
l  (p |3 l K
_
p +p ), ce que
nous re sumons en e crivant:
R ~ K_l \ p |3 l K
_
p +p+&K_l Id $. (1$)
Preuve. La premie re affirmation s’obtient en observant que le noyau de
l’application naturelle RRl  K_l K
_l
l  (p |3 l K
_
p +p } K
_l
p ) n’est
autre que le radical kumme rien attache a la l-extension abe lienne e le men-
taire maximale de K qui est comple tement de compose e en la place l et non
ramifie e aux places finies p |3 l. Il en re sulte imme diatement que R s’identifie
a un sous-module pur de la somme K_l  (  p |3 l K
_
p +p )&K
_
l Id $
ou Id $ de signe le Zl -module libre construit sur les ide aux premiers de K
e tranger a l. Enfin puisque R contient par hypothe se les racines l-ie mes de
l’unite , son image dans K_l Id $ contient le sous-groupe de torsion + l de
K_l et le quotient correspondant est donc sans Zl -torsion.
The ore me 1.7. La condition (1$) est satisfaite dans un corps de nombres
K (contenant ou non les racines l-ie mes de l ’unite ) si et seulement si les deux
conditions suivantes se trouvent re unies:
le groupe des l-classes d ’ide aux (au sens ordinaire) Cl$ du corps
K est trivial, et (2$)
l ’application de localisation s l induit une injection a conoyau
Zl-libre du tensorise E$ du groupe des l-unite s (au sens ordinaire)
de K dans le compactifie l-adique K_l du groupe multiplicatif K
_
l . (3$)
Preuve. Le groupe E$ est, en effet, un sous-module pur de R d’image
triviale dans la somme directe p |3 l K
_
p + p ; c’est donc sous la condition
(1$) un sous-module pur du premier facteur K_l . L’e quivalence s’obtient
alors en observant que la somme de droite p |3 l K
_
p + p s’identifie au
Zl -module libre construit sur les ide aux premiers e trangers a l et qu’il con-
tient comme sous-module d’indice fini l’image de RE$ isomorphe au sous-
module principal.
Remarque. La condition (3$) impose en particulier l’isomorphisme
+&+ l entre les l-groupes de racines globales et locales de l’unite .
Corollaire 1.8. Soit K satisfaisant (1$). Alors K ve rifie banalement la
conjecture de Leopoldt ( pour le premier l) et le groupe de Galois
Gal(KhK)&JR >p +p de la compose e K
h des l-extensions cycliques de K
qui sont localement Zl-plongeables est un Zl -module libre de dimension
c+1.
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Preuve. Par (3$) le tensorise E$ du groupe des l-unite s s’injecte dans
K_l ; il en va donc de me^me du sous-module E construit sur les unite s,
et K ve rifie la conjecture de Leopoldt. Ce point acquis, conside rons la
compose e Kh des l-extensions cycliques de K qui sont localement
Zl-plongeables. Puisque le sous-module de torsion + p de K
_
p mesure
pre cise ment en la place p l’obstruction locale a un Zl -plongement, le
groupe d’ide les associe par la the orie du corps de classes est le produit
R >p +p . Le quotient correspondant JR >p +p est ainsi un Zl -module
de type fini, de rang essentiel c+1 puisque K ve rifie la conjecture de
Leopoldt. Cela e tant, d’apre s l’assertion (1$) le groupe R des ide les prin-
cipaux s’identifie a un sous-module pur du groupe d’ide les p |3 l K_p + p
et donc a fortiori du groupe K_l K
_
  (p |3 l K
_
p +p ). Le quotient
modulo la torsion JR >p +p est ainsi un Zl -module sans torsion, donc
libre de rang c+1 d’apre s ce qui pre ce de.
Remarque. Des isomorphismes E$&+Zr+c+l&1l et K
_
l &+ lZ
d+1
l , on
conclut que E$ ne peut s’injecter dans K_l que sous la condition de rang
r+c+l&1d+1. On retrouve ainsi l’ine galite ne cessaire dr+c+l&2
de ja obtenue.
1.c. Application aux corps l-birationnels
De finition-Proposition 1.9. Nous disons qu’un corps de nombres K
contenant les racines l-ie mes de l ’unite est l-birationnel lorsqu’il est rationnel
pour au moins (et donc exactement) deux places au-dessus de l. Un tel corps
est totalement imaginaire et posse de alors en tout et pour tout deux places
au-dessus de l.
Preuve. Supposons K rationnel en, disons, l et l$ au-dessus de l. L’asser-
tion (3$) du The ore me 1.7 applique e en la place l nous dit que le tensorise
E$ du groupe des l-unite s de K s’envoie injectivement dans le compactifie
K_l , et l’assertion (3) du The ore me 1.3 applique e en l$ que le me^me ten-
sorise s’envoie surjectivement sur le produit >p | l, p{l$ K
_
p . Il en re sulte
que l et l$ sont les seules places de K au-dessus de l; de plus, nous avons
K_p =1, pour tout p |  donc ou bien l{2 et K, qui contient ‘l est totale-
ment imaginaire, ou bien l=2 et r=0 auquel cas K est encore totalement
imaginaire.
Remarque. Les corps birationnels sont exactement ceux du type B dans
la classification de Kuz’min (cf. [Ku, Fundamental Theorem]) comme il
en re sulte du The ore me 1.11 ci-dessous.
Pour e tablir l’e quivalence entre les diverses caracte risations de la l-bira-
tionalite , nous avons besoin d’un re sultat technique essentiellement bien
connu (cf. [MN], Lemme 2.4 ou [JN], Lemme 3.1) dont il peut e^tre com-
mode de donner une courte preuve:
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Lemme 1.10. Soient G et H deux pro-l-groupes et , : H  G un
morphisme surjectif. Pour que , soit un isomorphisme il suffit que les condi-
tions suivantes soient remplies:
(i) L’application H ab  Gab induite par , est un isomorphisme;
(ii) H2(G, Ql Zl)=1.
Preuve. Soit N le noyau de ,; la suite exacte d’inflation-restriction a
coefficients dans Ql Zl s’e crit:
1  H1(G, Ql Zl)  H
1(H, Ql Zl)  H
1(N, Ql Zl)
G  H2(G, Ql Zl).
Les conditions (i) et (ii) donnent alors H1(N, QlZl)
G=1, donc
H1(N, Ql Zl)=1, et finalement N=1, comme annonce .
The ore me 1.11. Soient K un corps de nombres contenant les racines
l-ie mes de l ’unite et admettant au moins deux places l et l$ au-dessus de l,
puis K l la pro-l-extension maximale l-ramifie e de K et K
ab
l la sous-extension
abe lienne maximale de K l . Les assertions suivantes sont e quivalentes:
(i) K est l-birationnel;
(ii) K est totalement imaginaire, admet exactement deux places l et l$
au-dessus de l, son l-groupe des l-classes est trivial et les applications de
localisation induisent des isomorphismes:
K_l &E$&K
_
l$
(iii) Le groupe de Galois global Gal(K abl K) co@ ncide avec les
sous-groupes de de composition D l (K abl K) et D l$(K
ab
l K) et l ’on a:
Gal(K abl K)&Gal(K
ab
l K l )&Gal(K
ab
l$ K l$)
(iv) Le groupe de Galois global Gal(K lK) s’identifie de me^me aux
groupes de Galois locaux:
Gal(K l K)&Gal(K l K l )& (K l$ K l$).
Preuve. Nous avons successivement:
(i)  (ii) en vertu de la discussion ci-dessus: en effet, la condition
(2)=(2$) exprime la trivialite du groupe Cl$ et les conditions (3) et (3$)
donne es plus haut (cf. The ore me 1.3 et The ore me 1.7) montrent que les
applications s l : E$  K_l et s$l : E$  K
_
l$ sont simultane ment injectives et
surjectives;
(ii) O (iii) d’apre s l’e quivalence pre ce dente: K e tant l-rationnel (resp.
l$-rationnel) le groupe de Galois Gal(Kabl K) co@ ncide avec le sous-groupe de
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de composition D l (K abl K) (resp. D l$(K
ab
l K)) et la the orie l-adique du
corps de classes donne directement: D l (K abl K)&K
_
l K
_
l & R >p |3 l + p =
K_l (resp. D l$(K
ab
l K)&K
_
l$ K
_
l$ & R >p |3 l +p =K
_
l$ ) puisque les ide les
principaux qui interviennent au de nominateur sont des e le ments de E$
d’image locale 1 dans K_l$ (resp. K
_
l );
(iii) O (iv) car l’isomorphisme Gal(K abl K) & K
_
l & K
_
l$ montre
que le rang essentiel de Gabl =Gal(K
ab
l K) est alors d l +1=d l$+1=
1
2 (d l +d l$)+1
1
2 (r+2c)+1c+1 de sorte que K satisfait la conjecture
de Leopoldt, ce qui entra@^ne en particulier H2(Gl , Ql Zl)=1; les condi-
tions du Lemme 1.10 se trouvent ainsi re unies, ce qui donne l’implication
annonce e;
(iv) O (i) puisque les e galite s GS=Gal(K l K)=D l (K lK)=D l$(K l K)
entre groupe de Galois global et groupes de de compositions (pour deux
places L et L$ de K l au-dessus de l et l$ respectivement) implique que
les l-extensions (abe liennes) maximales l-ramifie es respectivement l ou
l$-de compose es soient triviales, ce qui caracte rise la l-birationalite de K.
Corollaire 1.12. Soit K une extension galoisienne d ’un corps de nom-
bres F contenant les racines l-ie mes de l ’unite . Si K est l-rationnel en une
place l au-dessus de l, le groupe de de composition associe D l (KF ) est un
sous-groupe normal d ’indice 1 ou 2 dans Gal(KF ).
Preuve. En effet, K est alors l$-rationnel pour toute place l$ conjugue e
de l.
Corollaire 1.13. Les corps quadratiques 2-birationnels sont les corps
imaginaires K=Q[- & p] pour p premier, p#7 (mod 16) et K=
Q[- & pq] pour p et q premiers, p# &q#3 (mod 8).
Remarque. Ce re sultat pre cise celui donne dans [Ts] dont la
de monstration est incomple te.
Preuve. D’apre s ce qui pre ce de, K est totalement imaginaire, admet
exactement deux places au-dessus de 2, et son nombre de 2-classes est
impair; il est donc de la forme Q[- &d] avec d#&1 (mod 8), sans fac-
teur carre , et la formule des 2-classes ambiges montre que d admet au plus
deux diviseurs premiers (cf. [J1, The ore me III.1.9]).
Plus pre cise ment, nous avons ici |Cl$GK < >p | d ep(KQ)2(2
Z : 2Z & NKQ)
donc
 ou bien d= p premier et le nombre de classes de K est impair en
vertu de la formule des classes ambiges de Chevalley;
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 ou bien d= pq avec p et q premiers et 2 non carre modulo p
(comme modulo q) c’est-a -dire p#\3 (mod 8), par exemple p#&q#3
(mod 8), et le nombre de classes de K est ici pair.
Examinons successivement les deux e ventualite s:
1er cas. K=Q[- & p] avec &p#1 (mod 8). Notons h l’ordre
(impair) de l’ide al premier l et faisons le choix d’une racine carre $ de &p
dans Z2 . E crivons ?= 12 (a+b$) l’image dans Z2 d’un ge ne rateur de l
h (avec
a et b dans Z); son conjugue ? = 12(a&b$) est alors une unite de Z2 et K
est seulement 2-birationnel si et seulement si \? n’est pas un carre dans
Z2 , i.e. si et seulement si l’on a ? \1 (mod 8).
Maintenant, de l’identite normique N(lh)=2h=?? = 14 (a
2+pb2) nous
tirons a2+ pb2=2h+2, ce qui nous prouve, puisque h est impair, que 2 est
un carre modulo b, et nous donne b#\1 (mod 8). D’un autre co^te , puis-
que ? est inversible dans Z2 , nous avons ? &1#? (mod 8) donc, puisque 2h
vaut 2 ou 0 mod 8:
b$=?&? =2h? &? #(2h&1) ? #\? (mod 8).
En re sume , il vient ? # \b$# \$ (mod 8) d’ou comme attendu:
? \1 (mod 8)  $ \1 (mod 8)  & p1 (mod 16)
2me cas. K=Q[- & pq] avec p# &q#3 (mod 8). L’extension
abe lienne 2-ramifie e 2-e le mentaire M de K est ici encore de degre 8 sur K
(puisque son radical Rad(MK)=E$KE$2K sous la condition Cl$K=1 est un
F2 -espace de dimension 3), et c’est e videmment le corps M=Q[- p, - q,
- &1, - 2]. Pour ve rifier que K est birationnel, il suffit alors de constater
que M ne posse de que 2 places au-dessus de 2 ce qui re sulte clairement du
fait que la seule sous-extension de M quadratique sur Q qui est 2-de com-
pose e est le corps K=Q[- & pq].
2. RAMIFICATION RESTREINTE SUR UN CORPS S-RATIONNEL
L’e tude synoptique mene e dans la Section 1 conduit, en l’absence des
racines l-ie mes de l’unite a distinguer deux notions:
De finition 2.1. Soit K un corps de nombres (contenant ou non les
racines l-ie mes de l’unite ). Nous disons de sormais que K est:
 l-pseudo-rationnel lorsqu’il ve rifie la condition (1) ou, de fac on
e quivalente, les conditions (2) et (3) du The ore me 1.3.;
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 l-rationnel lorsqu’il ve rifie la condition (1$) ou, de fac on e qui-
valente, les conditions (2$) et (3$) du The ore me 1.7.
Plus ge ne ralement, les re sultats de Wingberg (cf. [W1; W2]) nous ame -
nent a e tendre comme suit la notion de corps l-rationnel:
The ore me-De finition 2.2. Soit K un corps de nombres (contenant ou
non les racines l-ie mes de l ’unite ) et S un ensemble non vide de places l-adi-
ques de K. Nous disons que K est S-rationnel lorsqu’il ve rifie les hypothe ses
e quivalentes suivantes:
(i) Le plongement naturel du sous-module principal R=Zl Z K
_
dans le l-adifie J du groupe des ide les induit une injection a conoyau
Zl -libre de R dans la somme directe K
_
S Id $ :=( l # S K_l )
(p |3 l K
_
p + p ), ce que nous e crivons:
R ~ K_S Id $;
(ii) les deux conditions suivantes sont re unies:
(ii.a) le l-groupe des l-classes Cl$ est trivial:
(ii.b) l ’application de semi-localisation sS induit une injection a
conoyau Zl -libre du tensorise l-adique E$=Zl Z E$ du groupe des l-unite s
dans le compactifie l-adique K_S => l # S K
_
l .
(iii) les deux conditions suivantes sont re unies:
(iii.a) le pseudo radical V$S=[xRl # RRl | x l # K_ll , l # S 6 xp #
+pK_lp , p |3 l] est trivial;
(iii.b) on a  l # S +l &+.
Remarques. (i) Lorsque S=[l] est un singleton, la condition (i) ci-
dessus n’est autre que la condition (1$) de ja rencontre e. La notion de
S-rationalite co@ ncide alors avec la notation de l-rationalite donne e plus
haut.
(ii) Si K contient les racines l-ie mes de l’unite , la condition (iii.b)
implique que S soit un singleton. L’introduction de la notion de corps
S-rationnel n’apporte donc rien de nouveau dans ce cas.
(iii) Les conditions (iii.a) et (iii.b) e tant pre cise ment celles propose es
par Wingberg, le The ore me 2.2 re unit ainsi les diverses notions de rationalite
conside re es jusqu’ici.
Preuves des e quivalences. La de monstration de l’e quivalence (i)  (ii)
est identique a celle donne e lors de la preuve du The ore me 1.7; il suffit
pour cela de remplacer K_l par le produit K
_
S => l # S K
_
l . Quant a
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l’e quivalence (i)  (iii), elle s’obtient en observant que le pseudo radical
kumme rien V$S n’est autre que le noyau de l’application naturelle du
quotient RRl dans la somme directe K_S K
_l
S Id $Id $
l ; la condition
(iii.a) signifie ainsi que R s’identifie a un sous-module pur de la somme
K_S Id $, et la condition (iii.b) que le quotient correspondant est sans
Zl -torsion donc Zl -libre.
2.a. Ensembles de Places S-primitifs
Soit S un ensemble non vide de places l-adiques d’un corps de nombres
K, puis S$=Pll"S et K
_
S$ => l$ # S$ K
_
l$ .
Proposition 2.3. Pour qu’un corps K soit S-rationnel il faut et il suffit
que le sous-groupe ferme K_S$ R >p |3 l + p soit un facteur direct sans cotorsion
(i.e., dont le quotient correspondant est sans torsion) du groupe des ide les J,
en d ’autres termes que le groupe de Galois FS de la pro-l-extension abe lienne
maximale de K qui est l-ramifie e et comple tement de compose e aux places
re elles et a celles l  S divisant l soit un Zl-module libre de dimension
x=d&r&c&l+s+1, ou d= l # S d l est la somme des degre s locaux des
comple te s de K aux places de S.
Remarque. Sous les hypothe ses de la Proposition 2.3 on a
x=(c+1)& l # S$ (d l$+1) et donc d=c+1  S=Pll . En particulier si
cette e galite a lieu, on retombe donc sur la notion de corps l-rationnel.
Preuve. La condition (i) affirme que le l-groupe R des ide les prin-
cipaux s’identifie a un facteur direct sans cotorsion du quotient
JK_S$ >p |3 l +p c’est-a -dire d’une part la trivialite de l’intersection
R & K_S$ >p |3 l +p (qui implique en particulier la conjecture de Leopoldt),
d’autre part la liberte du quotient FS=JRK_S$ >p |3 l + p . La premie re
condition s’e crit aussi bien K_S$ & R >p |3 l + p =1. Quant a la dimension de
FS elle s’obtient comme suit: sous la conjecture de Leopoldt, le rang essen-
tiel du quotient JR >p |3 l +p est le nombre c+1 de Zl -extensions de K,
tandis que celui du Zl -module K
_
S$ vaut, lui, (r+2c&d )+(l&s)=
c+1&x, ce qui donne comme annonce dimZl FS=x. Re ciproquement,
si FS est un Zl -module de dimension x, le me^me calcul montre que K
ve rifie la conjecture de Leopoldt et, plus pre cise ment, que l’on a
K_S$ & R >p |3 l + p =1 donc R & K
_
S$ >p |3 l + p =1, ce qui e tablit la condi-
tion (i).
De finition 2.4. Soient K un corps S-rationnel, S$=Pll"S l’ensemble
des places l-adiques qui ne sont pas dans S et FS le groupe de Galois de
la l-extension abe lienne S-ramifie e S$-de compose e maximale de K. Nous
disons qu’un ensemble X de places mode re es p |3 l de K est S-primitif
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lorsque les images dans FS des e le ments de X forment une base d’un sous-
module pur de FS , autrement dit lorsque les logarithmiques de Gras des
places de X forment une Zl -base d’un sous-module pur d’un supple men-
taire de l’image de K_S$ dans le groupe de Gal(K
ZK) de la compose e Kz
des Zl-extensions de K.
Remarque. La de finition ci-dessus ge ne ralise la notion d’ensemble
l-primitif introduite par Gras et Jaulent (cf. [GJ]). Rappelons en effet que
le logarithme de Gras d’une place finie p e trange re a l n’est autre que
l’image de l’automorphisme de Frobenius associe a p dans Gal(KzK). En
particulier:
Scolie 2.5. Supposons x>0. Dans ce cas le the ore me de C8 ebotarev
garantit l ’existence d ’ensembles S-primitifs autres que le vide, plus pre cise -
ment que tout ensemble primitif de cardinal strictement infe rieur a x peut e^tre
comple te d ’une infinite de fac on en un ensemble primitif maximal (i.e., de
cardinal maximal x).
Nous sommes maintenant en mesure d’e noncer le re sultat principal de
cette section:
The ore me 2.6. Soit K un corps S-rationnel et X un ensemble S-primitif
maximal de places mode re es de K. Alors:
(i) Le groupe de Galois GablX=Gal(K
ab
lXK) de la pro-l-extension
abe lienne lX-ramifie e maximale de K est donne par l ’isomorphisme:
GablX &JR ‘
p |3 lX
+ p & ‘
l # S$
K_l$  ‘
p | 
K_p  ‘
p | X
K_p
comme somme directe des groupes de Galois locaux K_p &Gal(K
ab
p K p )
attache s aux places de S$X ou S$ est l ’ensemble des places l-adiques de K
qui ne sont pas dans S.
(ii) Le groupe de Galois GlX=Gal(K lXK) de la pro-l-extension
lX-ramifie e maximale de K est donne par l ’isomorphisme:
GlX &\ Vl$ # S$ Gl$+ V \ Vp |  Gp+ V \ Vp | X Gp+
comme pro-l-produit libre des groupes de Galois locaux Gp &Gal(K pK p )
attache s aux places de S$X.
Preuve. Le corps K e tant suppose S-rationnel, il ve rifie en particulier la
conjecture de Leopoldt comme explique dans le Corollaire 1.8, de sorte que
nous avons H 2(GlX , Ql Zl)=1 (ce qui est une traduction cohomologique
de cette conjecture) et R & >p +p =+ (ce qui en est la traduction ide lique).
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L’ensemble X e tant suppose S-primitif, la condition de rationalite s’e crit
ainsi (avec K_X =p | XK
_
p ):
J=\R ‘p |3 lX + p+K
_
S$ K_X ,
ce qui nous donne la de composition annonce e de JR >p |3 lX + p comme
produit direct des abe lianise s locaux Gabp &K
_
p pour les places p  S divi-
sant lX. Compte tenu de la condition H2(GX , Ql Zl)=1, cette condi-
tion se rele ve en une factorisation de GX lui-me^me comme pro-l-produit
libre des me^mes Gp (cf. Lemme 1.10).
2.b. Caracte risation de la l-rationnalite
Le The ore me 2.6 ci-dessus nous permet de retrouver tre s simplement le
re sultat principal de Wingberg (cf. [W1; W2]).
The ore me 2.7. Soit K un corps de nombres, K l sa pro-l-extension
(galoisienne) l-ramifie e maximale, et Gl le groupe de Galois Gal(K l K).
Notons S un ensemble non vide de places l-adiques, puis d= l # S [K l : Ql]
et x la quantite d&r&c&l+s+1 ou r, c et l sont respectivement les nom-
bres de places re elles, complexes et l-adiques de K et s le nombre de places
dans S. Cela pose , les assertions suivantes sont e quivalentes:
(i) Le corps K est S-rationnel ;
(ii) le groupe de Galois Gl est isomorphe au pro-l-produit libre
Gl & ( V p | l, p  S Gp ) V Fx , ou Fx est un pro-l-groupe libre (ne cessairement
sur x ge ne rateurs);
(iii) le groupe abe lien Gabl s’identifie a la somme directe G
ab
l &
JR >p |3 l +p & >p | l, p  S K
_
p F
ab
x , ou F
ab
x est un Zl-module libre (de
dimension x).
Preuve. Rappelons que Gp de signe le groupe de Galois Gal(K p Kp ) de
la l-clo^ture galoisienne de Kp , que Gabp &K
_
p s’identifie par la the orie du
corps de classes local au l-adifie du groupe multiplicatif K_p et que, pour
une place re elle p, le groupe Gp &K_p est cyclique d’ordre 2. Cela e tant,
nous avons:
(i) O (ii) d’apre s le The ore me 2.6 puisqu’en chaque place p d’un
ensemble S-primitif X, le quotient Gp Ip de Gp par son sous-groupe d’iner-
tie est un pro-l-groupe libre de dimension 1;
(ii) O (iii) par passage a l’abe lianise ;
(iii) O (i) d’apre s la caracte risation donne e par le The ore me 2.2.
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La description de Gl obtenue permet d’appliquer aux corps S-rationnels
les re sultats de [Ya] rappele s dans l’introduction. Il vient ainsi:
Corollaire 2.8. Si K un corps S-rationnel, le rang du groupe de Galois
d ’une pro-l-extension pro-l-libre maximale de K est donne par:
\=c+1& :
+l/Kl$
_([K l$ : Ql]&1)2 &
ou [ } ] est la partie entie re et la somme a droite est e tendue aux places l$  S
au-dessus de l pour lesquelles le comple te K l$ contient les racines l-ie mes de
l ’unite .
Preuve. Puisque une l-extension pro-l-libre est l-ramifie e (cf. [Ya]),
tout revient a de terminer le rang maximal \ d’un quotient pro-l-libre de
groupe de Gl=Gal(K l K) qui n’est autre, comme explique dans [Ya], que
la somme des rangs des quotients correspondant de chacun de ses facteurs.
Le The ore me 2.7 nous donne alors:
\(G)= :
l$  S
\(Gl $)+ :
p | 
\(G)+x= :
l$  S
\(Gl$)+x.
Distinguons maintenant deux cas:
 Si K l$ ne contient pas +l , le groupe Gl$ est un pro-l-groupe libre de
rang D l$+1, ou d l$=[K l$ : Ql] de signe le degre local;
 Dans le cas contraire, il est bien connu (cf. [Se, Chap. II,
The ore me 5.6]) que Gl$ est un groupe de Demus kin de rang d l$+2, de sorte
que par un re sultat de Sonn (cf. [So, The ore me 7]), on a seulement
\(Gl$)=[d l$2]+1.
Ainsi de l’e galite x=d&r&c&l+s+1=(r+2c& d l$)&r&c&l+
s+1=c+1& d l$&(l&s&1), nous concluons finalement:
\(GS)=c+1& :
+l/Kl$
\d l$&_d l$2 &+=c+1& :+l/Kl$ _
d l$&1
2 & .
On voit par la que les corps l-rationnels qui ne sont pas l-rationnels,
constituent une classe de corps de nombres pour lesquels on a ge ne rale-
ment l’ine galite stricte: \<c+1.
2.c. Interpre tation logarithmique de la S-rationalite
Le corps K e tant suppose fixe , de signons par FS=JK_S$ R >
res
p |3 l +p le
quotient du l-groupe des ide les J que la the orie l-adique du corps de
classes identifie au groupe de la pro-l-extension abe lienne maximale de K
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qui est non ramifie e en dehors de S et comple tement de compose e aux
places re elles ainsi qu’a celles l$  S au-dessus de l. Notons TS=FtorS le
sous-module de Zl -torsion de FS . Le quotient XS=FSTS est alors un
Zl -module de dimension finie, disons xS , et l’application:
LS | J  XS=FSTS &ZxSl
peut ainsi e^tre regarde e comme un analogue du logarithme de Gras (cf.
[GJ]). L’inte re^t de cette approche re side alors dans la caracte risation
suivante de la S-rationalite .
Proposition 2.9. Avec les notations ci-dessus, on a: K S-rationnels
 TS=1.
Cela pose , nous avons:
The ore me 2.10. Soit LK une l-extension finie de corps de nombres, de
groupe de Galois G et S un ensemble non vide de places de K au-dessus
de l. Si le corps L ve rifie la conjecture de Leopoldt en S (i.e., si le noyau
ES(L) de l ’application de localisation sS du l-groupe des unite s E (L)=
Zl Z E l dans le groupe multiplicatif K
_
S$(L) est trivial ), l ’ordre du
sous-groupe ambige de TS(L) est donne comme produit des deux entiers par
la formule:
|TS(L)G|=|TS(K)|
(D$(L)G : D$(K))
(LS(D$(L)G) : LS(D$(K)))
,
ou D$ de signe le Zl -module libre construit sur les places finies e trange res
a l, et LS est le logarithme de Gras a valeurs dans Ql Zl FS(L).
Preuve. Commenc ons par exprimer le groupe TS en termes de classes
de diviseurs: de l’e galite J=>res K_p R, nous tirons imme diatement:
F= ‘
res
p |3 l
K_p < ‘p |3 l K
_
p & \R ‘p | l +pK$l+&D$P$S ,
ou D$=>resp |3 l K
_
p + p est le l-groupe des diviseurs e trangers a l et P$S
l’image canonique dans D$ du sous-module RS forme des e le ments de R
d’image locale 1 dans K_S$ . En particulier, il suit:
TS=F
tor
S &- P$SP$S ,
si - P$S de signe la racine dans D$ du sous-module P$S . Cela e tant,
l’hypothe se El =1 dans l’e nonce du the ore me e quivaut a affirmer
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l’isomorphisme P$S &RS . En particulier, de la suite exacte courte qui
de finit RS :
1  RS(L)  R(L)  K_S$(L)  1,
nous tirons la suite exacte de cohomologie:
RS(L)G=RS(K)/R(L)G
=R(K)  K_S$(K)  H
1(G, RS(L))  H1(G, R(L))  } } }
et le The ore me 90 de Hilbert nous donne alors
H1(G, PS(L))=H1(G, RS(L))=H1(G, R(L))=1.
Par suite, du diagramme commutatif exact induit par les applications
d’extension
1 w RS(K)=PS(K) w - PS(K) w Tl (K) w 1
1 wRS(L)G=PS(L)G  - PS(L)G w Tl (L)G w H1(G, PS(L))=1
nous concluons imme diatement:
|TS(L)G|=|TS(K)| (- PS(L)G : - PS(K)),
et - PS(L)G=- PS(L)G n’est autre que la racine de PS(L) dans le Zl -
module D$(L)G engendre par D$(K) et les e&1p (LK) p lorsque p parcourt
les ide aux premiers de K qui se ramifient mode re ment dans LK. L’in-
troduction du logarithme de Gras permet ainsi d’interpre ter facilement le
second facteur, et le diagramme commutatif
1 w - PS(K) w D$(K) w LS(D$(K)) w 1
1 w - PS(L)G  D$(L)G w LS(D$(L)G) w 1
nous donne le re sultat attendu:
(- PS(L)G : - PS(K))=
(D$(L)G : D$(K))
(LS(D$(L)G) : LS(D$(K)))
.
Corollaire 2.11. Sous les hypothe ses du The ore me 2.10, les assertions
suivantes sont e quivalentes:
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(i) L est S-rationnel ;
(ii) K est S-rationnel et l ’extension LK est S-primitivement ramifie e.
Preuve. Nous avons en effet:
TS(L)=1  TS(L)G
=1  {
TS(L)=1 et
(LS(D$(L)G) : LS(D$(K)))=(D(L)G : D$(K))= ‘
p |3 l
e p (LK).
Et l’e galite en bas a lieu si et seulement si les logarithmes de Gras des
places p de K qui se ramifient mode re ment dans LK forment une Zl-base
d’un sous-module pur LS(D$(K)), autrement dit lorsque l’ensemble X des
places mode re ment ramifie es dans LK est S-primitif (au sens de la De fini-
tion 2.4).
3. PROPAGATION DE LA S-RATIONALITE ET
LOIS PRIMITIVES DE RE CIPROCITE
3.a. Propagation de la S-rationalite
Pour un nombre premier l impair, il est possible de s’affranchir tre s sim-
plement de l’hypothe se sur la conjecture de Leopoldt faite dans le
The ore me 2.10. Le the ore me de propagation devient ainsi:
The ore me 3.1. Soient un nombre premier l impair et L une l-extension
d ’un corps de nombres K. Les assertions suivantes sont e quivalentes:
(i) il existe un ensemble S de places au-dessus de l pour lequel L est
S-rationnel;
(ii) il existe un ensemble S de places au-dessus de l pour lequel K est
S-rationnel et l ’ensemble X des places mode re ment ramifie es dans LK est
S-primitif.
Preuves. (i) O (ii) Si L est S-rationnel, L ve rifie alors trivialement la
proprie te de Leopoldt en S (d’apre s l’assertion (ii.b) du The ore me 2.2) et
les hypothe ses du The ore me 2.10 sont donc ve rifie es. Il re sulte donc du
Corollaire 2.11 que K est S-rationnel et LK S-primitivement ramifie e.
(ii) O (i) Supposons maintenant que K est S-rationnel et que l’ensem-
ble des places de K qui se ramifient mode re ment dans LK peut e^tre com-
ple te en un ensemble S-primitif maximal X. Notons K lX la pro-l-extension
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X-mode re ment ramifie e maximale de K, et observons que c’est aussi la pro-
l-extension X-mode re ment ramifie e maximale de L. De l’isomorphisme
donne par le The ore me 2.6
Gal(K lXK)& V
p | lX, p  S
Gal(K p Kp ).
En particulier, le groupe de Galois de la pro-l-extension l-ramifie e maxi-
male de L est alors
Gal(Ll L)= V
P | l, P  S
Gal(L PLP ) V H,
ou H est un pro-l-groupe libre de rang: rgH=rgHX+xL si xL de signe le
nombre de places de L au-dessus de X. Il vient donc:
rgH= :
P | X
[KP : Kp ]+ :
P | l, P  S
([LP : Kp ]&1)&([L : K]&1).
La contribution des places mode re es est p | X P | p [LP : Kp ]=
p | X [L :K]=xK[L :K]; celle des places sauvages vaut: p | l, P  S P | p
([LP :Kp]&1)=(lK&sK)[L : K]&(lL&sL), si lK et lL de signent respec-
tivement le nombre de places sauvages de K et de L et sK et sL de signent
respectivement le nombre de places de K dans S et au-dessus de S dans L;
et il suit comme attendu
rgH=[L : K](xK+lK&sK&1)&lL+sL+1
=[L : K](cK&dL)&lL+sL+1
=cL&dL&lL++sL+1,
ce qui est bien la caracte risation de la S-rationalite donne e par le
The ore me 2.7.
Remarque. Le The ore me 3.1 ne vaut pas pour l=2 puisqu’il peut
arriver que le corps L soit 2-birationnel comme le montre l’e tude effectue e
dans la Section 1.c pour les extensions quadratiques de Q.
Corollaire 3.2. Sous les hypothe ses du The ore me 3.1, si K est un corps
de nombres S-rationnel et LK une l-extension S-primitivement ramifie e,
alors pour tout ensemble S-primitif X=XK de places de K contenant les
places mode re ment ramifie es dans LK, l ’ensemble XL des places de L
au-dessus de X est lui-me^me S-primitif.
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Preuve. Les pro-l-extensions X-mode re ment ramifie es maximales de K
et L co@ ncident par hypothe se et il vient donc comme plus haut:
Gal(LlXL)=Gal(K lXL)& V
P | lX, P  S
Gal(L P LP ) V HX ,
pour un pro-l-groupe convenable HX .
On a aussi montre le re sultat suivant:
Corollaire 3.3. Soit K un corps de nombres l-rationnel contenant les
racines l-ie mes de l ’unite , alors l ne se de compose pas dans une l-extension
primitivement ramifie e.
Preuve. Si LK est une l-extension l-primitivement ramifie e, alors en
vertu du The ore me 3.1 L est S-rationnel pour l’ensemble S des places de L
divisant l, lequel en pre sente des racines l-ie mes de l’unite , est un singleton.
3.b. Lois de re ciprocite primitives
Nous revenons dans cette dernie re section aux hypothe ses de la premie re
partie de ce travail: en particulier, sauf mention explicite du contraire, K
de signe de sormais un corps de nombres l-rationnel contenant les racines
l-ie mes de l’unite .
The ore me 3.4. Soit K un corps l-rationnel (contenant ou non les racines
l-ie mes de l ’unite ) et X un ensemble l-primitif maximal de places (mode re es)
de K. Alors le morphisme de localisation s l de R=Zl Z L
_ dans K_l
induit un isomorphisme
E$X &K
_
l
du tensorise E$X=Zl Z E$X du groupe des lX-unite s (au sens ordinaire) sur
le l-adifie K_l du groupe multiplicatif du comple te K l de K en la place l.
Preuve. Conside rons le groupe de Galois GablX=JR >p |3 lX + p de la
pro-l-extension abe lienne lX-ramifie e (i.e., non ramifie e aux places
e trange res a l et a X, mais e ventuellement complexifie e aux places re elles)
maximale de K. D’apre s le The ore me 2.5, le groupe GablX s’identifie au
produit direct: GablX &>p | lX, p{l K
_
p .
D’un autre co^te puisque GablX est engendre par les images des K
_
p pour
p | lX, p{l, l’isomorphisme du corps de classes nous donne:
GablX & ‘
plX
K_p <\ ‘p | lX K
_
p & \R ‘p |3 lX +p++
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et les ide les principaux qui interviennent au de nominateur sont les e le ments
de E$X . En particulier le morphisme de localisation s l envoie donc E$X sur
K_l . Des isomorphismes de Zl -modules
E$X &+lZ
r+c&1+s+x
l =+l Z
d+1
l , K
_
p &+lZ
d+1
l ,
nous concluons alors a la bijective de s l .
Corollaire 3.5 (Loi de re ciprocite primitive). Soit K un corps de nom-
bres l-rationnel contenant les racines lk-ie mes de l ’unite (avec k1). Alors,
pour tout ensemble l-primitif maximal X de places (mode re es) de K, les
morphismes de localisation conduisent aux isomorphismes:
K_l K
_l
k
l ]E$X E$
lk
X [ ‘
p | lX, p{l
K_p K
_l
k
p .
En particulier, les Zl -modules a droite et a gauche du diagramme sont
anti-isome triques pour les structures biline aires antisyme triques de finies par
les symboles de Hilbert.
Preuve. L’isomorphisme de gauche re sulte directement du The ore me 3.4
par passage au quotient a partir de l’isomorphisme E$X &K
_
p . Remarquons
au passage que le quotient K_l K
_l
k
l &K
_
l K
_l
k
l s’identifie par la the orie
du corps de classes local au groupe de Galois de la l-extension abe lienne
maximale d’exposant lk du comple te K l , et par la the orie de Kummer, au
radical de cette me^me extension.
Conside rons maintenant la l-extension abe lienne lX-ramifie e maximale
d’exposant lk de K. D’apre s le The ore me 3.4, son groupe de Galois
GablXG
abl k
lX s’identifie a la somme directe >p | lX, p{lK
_
p K
_l k
p et il en est
donc de me^me, par dualite , de son radical kumme rien. Mais puisque le
l-groupe des l-classes Cl$ de K est trivial (en vertu des The ore mes 1.3(2)
et 1.7(2$)) ce me^me radical est donne par le quotient E$XE$
l k
X &E$XE$
l k
X .
En re sume il vient donc comme annonce :
K_l K
_l k
l &E$XE$
l k
X _ ‘
p | lX, p{l
K_p K
_l k
p .
Il reste enfin a de montrer que l’isomorphisme entre les modules extre^mes
ainsi obtenu est une anti-isome trie. Or pour a et b dans E$X , la formule du
produit pour les l-symboles de Hilbert (i.e., les symboles de Hilbert a
valeurs dans les l-groupes locaux +p ) s’e crit (avec lmp =|+p | et lm=|+| ):
‘
p | l \
a, b
p + lmp&m=1
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puisque les symboles (a, bp) sont alors triviaux pour p |3 lS. De l’e galite
m l =m, nous concluons imme diatement a l’identite :
\a, bl +
&1
= ‘
p | l, p{l \
a, b
p +
lmp&m
qui rame ne le calcul des symboles dans K_l a des calculs dans les
comple te s Kp pour p | lS, p{l. En particulier, notant (, p)lk le symbole
de profondeur lk (i.e., la puissance lmp&m-ie me du symbole (, p) sur
K_p _K
_
p , nous pouvons re e crire l’identite pre ce dente sous la forme
\:, ;l +lk= ‘p | lS, p{l \
:, ;
p + lk
pour tout : et ; dans E$X E$
l k
X ; ce qui nous montre que l’isomorphisme
obtenu entre K_l K
_l
k
l et >p | lS, p{l K
_
p K
_l
k
p est anti-isome trique.
Remarque. Un calcul imme diat donne les identite s dimensionnelles:
dimZlkZ ‘
l${l
K_l K
_l
k
l =(r+2c&d )+2(s&1),
dimZlkZ ‘
p | 
K_p K
_l
k
p =r(=0 sauf pour l=2, k=1),
dimZlkZ ‘
p | X
K_p K
_l
k
p =2x,
soit au total 2(r+c+s+x)&(d+2)=d+2, comme attendu.
La loi de re ciprocite primitive permet de retrouver les re sultats du
Corollaire 3.3.
Proposition 3.6. Soient K un corps de nombres l-rationnel contenant les
racines l-ie mes de l ’unite et X un ensemble l-primitif maximal de places de
K. Alors la place l ne se de compose dans aucune l-extension (galoisienne)
X-mode re ment ramifie e L de K (i.e., non ramifie e en dehors des places
sauvages ou divisant X, e ventuellement complexifie e aux places re elles).
Preuve. Par un argument classique de la the orie de Galois (cf. [GJ,
Proposition 2.4]) il suffit e videmment de faire la de monstration lorsque
la l-extension conside re e LK est abe lienne, c’est-a -dire finalement de
ve rifier que la projection D l (K abX K) du facteur K
_
l dans le quotient
J>p |3 SX +pR&Gal(K
ab
X K) recouvre le groupe de Galois. Conside rons
le quotient G=Gal(K abX K)D l (K
ab
X K) qui s’identifie au groupe de Galois
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sur K du sous-corps de de composition de l dans K abX . La description du
groupe GabSX donne e plus haut (cf. Preuve du The ore me 3.4) nous donne
alors l’isomorphisme:
G& ‘
p | lX
K_p K
_
l \ ‘p | lX K
_
p & \R ‘p |3 lX +p++ .
Et les ide les principaux qui interviennent au de nominateur sont des
e le ments de E$X . Si donc nous notons s$X l’application de semi-localisation
de R dans > l | SX, p{l K
_
p , nous obtenons en fin de compte:
G& ‘
p | SX
K_p s$X (E$X),
c’est-a -dire G=1 en vertu de la surjectivite de s$X donne e par le
Corollaire 3.5. D’ou le re sultat annonce .
3.c. Illustrations nume riques
D’apre s la Proposition 2.3, un corps de nombres K est l-rationnel (en
une place l au-dessus de l) si et seulement si le groupe de Galois Fl de la
pro-l-extension abe lienne l-ramifie e comple tement de compose e aux places
re elles et en celles sauvages l${l est un pro-l-groupe abe lien libre de rang
x=(c+1)& :
l$ | l, l${l
(d l$+1).
Le cas ou la somme a droite est nulle correspondant au cas l-rationnel
de ja e tudie ailleurs (pour lequel x a sa valeur maximale c+1), nous avons
choisi d’illustrer ici le cas oppose ou , cette somme e tant maximale, la quan-
tite x est nulle. Bien entendu toutes les valeurs interme diaires sont
envisageables, mais le cas x=0 pre sente l’avantage de s’interpre ter simple-
ment en termes de classes de rayons. Ainsi:
Proposition 3.7. Soient K un corps de nombres de degre n=r+2c et l
une place de K au-dessus d ’un nombre premier l telle qu’on ait l ’e galite :
c+1= :
l$ | l, l${l
(d l$+1).
Alors, pour que K soit l-rationnel, il faut et il suffit que le l-groupe Cl l}
des classes de rayon l} du corps K (ou }=[e l l(l&1)]+1 de signe l ’indice
de l-hyperprimarite de K et e l l ’indice de ramification absolu de l) soit engen-
dre par les images des diviseurs premiers l${l divisant l.
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Preuve. D’apre s la Proposition 2.3 et sous les hypothe ses de la proposi-
tion, le corps K est l-rationnel si et seulement si les sous-groupes de de com-
position D l$(MK) attache s aux places l${l au-dessus de l engendrent con-
jointement le groupe de Galois Gal(MK) de la pro-l-extension l-ramifie e
maximale M de K. Par un argument classique de the orie des groupes, cette
condition peut e^tre teste e en remplac ant M par sa sous-extension abe lienne
e le mentaire M e l ou encore par toute sous-extension contenant Me l par
exemple le l-corps de classes de rayons l} (puisque par construction les
unite s principales congrues a 1 modulo l} sont des puissances l-ie mes), ce
qui conduit au crite re annonce .
Exemples en degre 6. Nous donnons d’abord des exemples de corps de
degre 6 sur Q, totalement imaginaires, ayant 3 places au-dessus de l note es
l, l$, l", de degre s locaux respectifs 4, 1, et 1, ces hypothe ses entra@^nant bien
que x est nul. Nous donnons successivement un polyno^me de finissant le
corps K, le discriminant factorise , la structure du l-groupe de classes de
rayon l} avec }=3 pour l=2 et }=2 sinon (les extensions conside re es
e tant non ramifie es en l); ainsi que les images des places l$ et l" en fonction
des ge ne rateurs du groupe des classes de rayon obtenus par le syste me Pari.
l=2
P(x)=x6+x5&17x3+21x+16; Disc(K)=&6863 V 65348117
( g1) d’ordre 8, ( g2) d’ordre 4
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g2)
P(x)=x6+x5&17x3+6x2+11x+16; Disc(K)=&870989556851
( g1) d’ordre 4, ( g2) d’ordre 2
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g2)
l=3
P(x)=x6+x5 26x3+15x2+17x+24; Disc(K)=22V89443 V 376801
( g1) d’ordre 3, ( g2) d’ordre 3
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g22)
P(x)=x6+x5&26x3+9x2+29x+30; Disc(K)=&24 V 104638252891
( g1) d’ordre 3, ( g2) d’ordre 3
(Cl l$) =( g21 , g
2
2); (Cl l")=( g1 , g2)
l=5
P(x)=x6+x5&6x3&7x2+5x+15; Disc(K)=&5 V 155995831
( g1) d’ordre 5
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g41)
P(x)=x6+x5 6x3&7x2+20x+30; Disc(K)=23V3V5 V19V 28490857
( g1) d’ordre 5
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g1)
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l=7
P(x)=x6+x5 26x3+11x2+28x+30; Disc(K)=&23V5587536383683
( g1) d’ordre 7
(Cl l$) =( g61); (Cl l") =( g
2
1)
P(x)=x6+x5 26x3+11x2+31x+30; Disc(K)=211V371V1217V22229
( g1) d’ordre 7
(Cl l$) =( g41); (Cl l") =( g1)
Exemples en degre 7. Nous donnons ensuite des exemples de corps de
degre 7, avec 3 places complexes et une re elle, ayant toujours trois places
au-dessus de l, de degre s locaux respectifs 5, 1, et 1, de sorte que x est nul.
Ces exemples sont obtenus pour l=3.
P(x)=x7+x6&x3&2x2&x+3; Disc(K)=&127 V 2410721
( g1) d’ordre 3, ( g2) d’ordre 3
(Cl l$) =( g2); (Cl l")=( g1 , g2)
P(x)=x7+x6&x3+x2&x+6; Disc(K)=&157 V 318568463
( g1) d’ordre 6, ( g2) d’ordre 3
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g21)
On donne maintenant des exemples de corps l-rationnels qui ne sont pas
l-rationnels. Toujours en degre 7, et 3 places au-dessus de 3, les degre s
locaux respectifs sont maintenant 4, 2 et 1 et on impose a K l$ de contenir
les racines 3-ie mes de l’unite .
P(x)=x7+2x6+2x5+x4&x3&4x2&x+6;
Disc(K)=&3 V 5 V 7963 V 227251
( g1) d’ordre 3, ( g2) d’ordre 3
(Cl l$) =( g22); (Cl l") =( g
2
1 , g2)
P(x)=x7+2x6+2x5+x4&x3&7x2&x&3;
Disc(K)=&3 V 23 V 229 V 293 V 3911
( g1) d’ordre 3, ( g2) d’ordre 3
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g21 , g2)
Exemple en degre 10. Pour finir nous donnons un exemple de corps
contenant les racines 3-ie mes de l’unite . Pour cela nous avons compose une
extension de degre 5 ayant 3 places au-dessus de 3 de degre s locaux respec-
tifs 3, 1, et 1, avec l’extension quadratique Q(‘3). Ici encore x est nul, pour
l=3 qui donne }=4. Cet exemple comple te la classification de Kuz’min
[Ku].
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P(x)=x10+19x8+8x7+130x6+16x5+166x4&888x3&15x2+432x+
243; Disc(K)=&2 V 35 V 54 V 1072
( g1) d’ordre 3, ( g2) d’ordre 3;
(Cl l$) =( g1); (Cl l")=( g22)
Les auteurs remercient tout particulie rement H. Cohen, F. Diaz y Diaz,
et X. Roblot pour l’aide qu’ils leur ont apporte e dans la recherche des
premiers exemples nume riques significatifs obtenus par PARI.
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